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Ejercicio 1. Opcién A. Algebra

Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro A\,

0 1 1\ [z 1 0
A—-1 1 1|yl -=(Ar]=]o0
1 ax—1 1) \z 0 0

se pide:
a) Discutir el sistema en funcién de los valores de A.
b) Resolver el sistema en el caso A =1 y encontrar, si es posible, una solucién con z = 5.

Solucién:

a) Discutir el sistema en funcién de los valores de A. Reescribimos el sistema en la forma AX = K:

0 1 1 T 1
A—1 1 1 yl=1A
1 A—1 1 z 0
El sistema es:
y+z=1

A=Dzx+y+z=2A
z+A=—1Dy+2=0

Discusion del sistema (Teorema de Rouché-Frobenius): La matriz de coeficientes (A) y la matriz am-
pliada (A*) son:

0 11 0 1 11
A=[rx=1 1 1], Aa)=| r-1 1 1|
1 A—1 1 1 A—11]0

Calculamos el determinante de A:

[Al=0—-1(A=1) =) +1(A=1)2=1)
=-A=2)+ (N —-22+1-1)
=-A+2+A%—2)\
=\ —3)\+2

Igualamos el determinante a cero para encontrar los valores criticos de A:
Al=0 = M -3)2+2=0 = A-1)(A-2)=0
Los valores criticos son A =1y A = 2.

Caso 1: SiA#1y A#2. |[A|#0 = Rg(A) = 3. Como A* es 3 x 4, Rg(4*) = 3. Numero de
incognitas n = 3. Rg(A) = Rg(A*) =n =3 = Sistema Compatible Determinado (S.C.D.).

Caso 2: Si A = 1.

01 1(1
(A4 =( 0 1 1|1
1 0 0
|A| = 0. Fila 1 = Fila 2. Menor S —1#0 = Rg(A) = 2. Como Fila 1 = Fila 2 en A*,

1 0]
Rg(A*) = 2. Rg(A) = Rg(A4*) =2 <3 = Sistema Compatible Indeterminado (S.C.IL.).

1 co
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Caso 3: Si A = 2.

01 1|1
Aa =1 1 1|2
1 1 1]0
|A] = 0. Menor (1) }‘ = -1#0 = Rg(A) = 2. Consideramos el menor de A* formado por

Cq,C,Cy:

=0-1(0-2)+1(1—1)=2#£0.

O N =

01
11
1 1
4R

= Rg(A*) =3. Rg(4) =2 g(A*) =3 = Sistema Incompatible (S.I.).

SiA#1L,A#2 = SCD. SiA=1= SCI. SiA=2 = S.I

b) Resolver el sistema en el caso A =1 y encontrar, si es posible, una solucién con = = 5.
Para A = 1, el sistema es S.C.I. y equivalente a:

y+z=1

r+2=0
Sea z=t,cont € R. Entoncesy=1—tyz=—2z=—t.
La solucion general es (z,y,z) = (—t,1 — t,t).

Buscamos la soluciéon donde ¢ =5. —t =5 =— t = —5b.
La solucién particular es x =5, y =1 — (=5) =6, z = —5.

Para A = 1, la solucién general es (z,y,2) = (—t,1 — t,t),t € R. La solucién con = 5 es (5,6, —5).‘
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Ejercicio 2. Opcién A. Analisis

a)

b)

c)

Proponga un ejemplo de funcién polinémica de grado 2 cuya grafica sea tangente a la
recta y = x en el punto (0,0).

Proponga un ejemplo de funcién polinémica de grado 2 que tenga un méaximo relativo en
el punto (1,1).

Justifique si una funcién polinémica de grado 2 puede tener dos extremos relativos en R.

Solucioén:

a)

b)

Proponga un ejemplo de funcién polinémica de grado 2 cuya grafica sea tangente a la
recta y = x en el punto (0,0).

Sea f(z) = ax?® + bxr + ¢ (a # 0).

Condiciones: f(0) =0 = ¢=0. f'(z) = 2ax +b.

La pendiente dey =z es 1. f/(0)=1 = b=1.

La funcién es f(z) = az? + x. Cualquier a # 0 sirve. Ejemplo: a = 1.

’Un ejemplo es f(z) = 2> + .

Proponga un ejemplo de funcién polinémica de grado 2 que tenga un maximo relativo en
el punto (1,1).

Sea f(z) = ax? + bxr + ¢ (a # 0).

Condiciones: f(1)=1 = a+b+c=1. f/(1)=0 = 2a+b=0 = b= —2a. f’(1) <0 (para
méximo). f”(z) = 2a, asi que 2a <0 = a < 0.

Sustituyendo b = —2a en la primera: a —2a+c=1 = c¢=1+a. f(z) = az? — 2ax + (1 + a).
Elegimos a < 0. Ejemplo: a = —1.

Entonces b= —-2(-1)=2yec=1+4+(-1)=0.

’Un ejemplo es f(x) = —x* + 2x.

Justifique si una funcién polinémica de grado 2 puede tener dos extremos relativos en R.

Sea f(z) = ax? 4+ bxr + ¢ (a # 0). Su derivada es f'(z) = 2ax + b.

Los extremos relativos ocurren donde f'(z) =0. 2ax +b=0 = z = —b/(2a).

Esta ecuacion lineal tiene una tinica solucién para x. Por lo tanto, solo puede haber un punto critico y,
como méximo, un extremo relativo.

No, porque su derivada f’(x) = 2ax + b solo se anula en un punto (si a # 0). ‘
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Ejercicio 3. Opcién A. Geometria

Sean los puntos P(1,—1,3) vy Q(2,1,—1);

a)
b)

Determine una ecuacion del plano respecto del cual ambos puntos son simétricos.

El segmento PQ es uno de los tres lados del triAngulo cuya suma de los cuadrados de las
longitudes de sus lados es 34 y el tercer vértice se encuentraenlarecta r=ao — 2 =y = z.
Calcule las coordenadas del tercer vértice sabiendo que ninguna de sus coordenadas es
nula.

Solucién:

a)

b)

Determine una ecuacion del plano respecto del cual ambos puntos son simétricos.

El plano buscado, 7, es el plano mediador del segmento PQ.

Pasa por el punto medio M = (42, =1+ 3-1) — (3/2,0,1).

Es perpendicular al vector PQ = Q — P = (1,2,—4). Este es el vector normal 7.
Ecuacion del plano: 1(z —3/2)+2(y —0) —4(z—1)=0. x —3/24+ 2y — 4z +4 = 0.
Multiplicando por 2: 2z —3+4+4y —82+8=0 = 2z +4+4y—82+5=0.

[m=2z+4y—82+5=0|

El segmento PQ es uno de los tres lados del triAngulo cuya suma de los cuadrados de las
longitudes de sus lados es 34 y el tercer vértice se encuentraenlarecta r=z —2 =y = z.
Calcule las coordenadas del tercer vértice sabiendo que ninguna de sus coordenadas es
nula.

Sea R el tercer vértice. R € r.
La recta r en paramétricases t =2+ A,y = A, z=A. R(2+ A\ \N).
La condicién es

|PQ|* + |PR)? + |QR|?* = 34

|PQI? =12 +2% + (—4)? =21
PR=R-P=(14+X\1+X\\-3)
PR =14+ X2+ 14+ N2+ A=3)2=21+2 + 22+ (A2 =61 +9) =3\ — 21+ 11
QR=R—-Q=M\A—1,A+1)

QRP =X+ A=122+A+1)2 =X+ A2 -2+ 1+ 22420 +1 =312 +2

Sustituyendo:
214 (3A% =2\ +11) + (3N +2) = 34

6A% — 2\ + 34 = 34
6M2 20 =0 = 203\ —1)=0

Soluciones: A=00 A =1/3.
SiA=0, R=(2,0,0). Tiene coordenadas nulas.
Sia=1/3, R=(2+1/3,1/3,1/3) = (7/3,1/3,1/3). No tiene coordenadas nulas.

. 711
El tercer vértice es R —, —, — |.
3’3’3
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Ejercicio 4. Opcién A. Probabilidad

En un espacio muestral se tienen dos sucesos incompatibles, A; y A, de igual probabilidad
0.4 y se considera A3 = A; U A2 (por tanto, la probabilidad de Az es 0.2). De cierto suceso
B se sabe que P(B|A;1) = P(B|A2) y P(B|A3) = 2P(B|A1). Y de un suceso C independiente
de A; se sabe que P(C|A2) =0.3 y P(C|A3) = 0.6. Con estos datos se pide:

a) Calcular la probabilidad de B si P(B|A;) = 0.25.
b) Calcular la probabilidad de C y determinar si C es independiente de A,.

Solucién:

a) Calcular la probabilidad de B si P(B|A;) = 0.25.
Datos: P(A;) = 0.4, P(A2) = 0.4, P(A3) = 0.2. Ay, Aa, A3 forman una particion.
P(BJA1) = 0.25 = P(B|Ay) = 0.25 y P(B|As) = 2(0.25) = 0.5.
Por el Teorema de la Probabilidad Total:
P(B) = P(B|A1)P(A1) + P(B|A2) P(Az) + P(B|A3) P(As)

P(B) = (0.25)(0.4) + (0.25)(0.4) + (0.5)(0.2) = 0.1 + 0.1 + 0.1 = 0.3

b) Calcular la probabilidad de C y determinar si C es independiente de A,.
Datos: C independiente de Ay = P(CNA;) = P(C)P(A4;) =0.4P(C).

P(Cl|A2) =0.3 = P(CNAy) =P(C|A2)P(A3) =0.3x0.4=0.12
P(Cl|A3) =0.6 = P(CNAs)=P(C|A3)P(A43) =0.6 x 0.2 =0.12
Por el Teorema de la Probabilidad Total:
P(C) = P(CNA;)+ P(CNAy) + P(CN As)
P(C)=04P(C)+0.12+0.12
P(C)-04P(C)=0.24 = 0.6P(C)=0.24 = P(C)=10.24/0.6=04
Independencia de C y Ay: (Es P(C' N Ay) = P(C)P(Ay)?
P(CNAg) =012
P(C)P(A3) =(0.4)(0.4) =0.16

Como 0.12 # 0.16, los sucesos C y As no son independientes.

’P(C’) = 0.4. Cy A NO son independientes.
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Ejercicio 1. Opcién B. Algebra

Como es bien sabido, la siguiente igualdad de determinantes det(A + B) = det A + det B no
es cierta en general.

a) Si A y B son dos matrices para las que det(A + B) = det A + det B, pruebe que entonces
det((A + B)?) = det(A?) + det(B?) + 2det(AB).

b) Dadas las matrices

1 0 -1 1 01
C=la 1 0 D=2 1 2
2 -1 « -1 2 1

determine el tinico valor de a con el que si se cumple la igualdad det(C + D) = det C + det D.
c) Para el valor a = —1, resuelva el sistema homogéneo de ecuaciones lineales que tiene a
C como matriz de coeficientes.

Solucion:

a) Si A y B son dos matrices para las que det(A + B) = det A 4+ det B, pruebe que entonces
det((A + B)?) = det(A?) + det(B?) + 2det(AB).

Usamos propiedades de determinantes:

det(XY) =det X detY

det(X?) = (det X)?
LHS = det((A + B)?) = (det(A + B))?

Por hipétesis,
det(A+ B) = det A+ det B

LHS = (det A + det B)* = (det A)? + (det B)? + 2(det A)(det B)
RHS = det(A?) 4 det(B?) + 2det(AB) = (det A)? + (det B)? + 2(det A)(det B)
Como LHS = RHS, queda probado.

’ Queda probado. ‘

b) Determine el inico valor de o con el que si se cumple la igualdad det(C + D) = det C 4 det D.

2 0 0
C+D=|a+2 2 2
1 1 a+1

det(C+ D) =2(2(a+1) — 2) = 2(2a) = 4a
detC=1a—-0)—0+(-1)(—a—2)=a+a+2=2a+2
detD=11-4)-0+14—-(-1))=-3+5=2

Tgualdad:
det(C + D) = det C + det D

da=(2a+2)+2
doa=20+4 — 2a0=4 — a=2
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El tnico valor es a = 2.

c) Para el valor a = —1, resuelva el sistema homogéneo de ecuaciones lineales que tiene a
1 0 -1
C como matriz de coeficientes. Paraa=-1,C=|-1 1 0 |. Sistema CZ = 0:
2 -1 -1
rz—2z=0
—rx+y=0
2 —y—2=0

IC|=20+2=2(-1)+2=0

El sistema es S.C.I. (al ser homogéneo siempre es compatible). De (1): = z. De (2): y = z. Entonces
x =y = z. La tercera ecuaciéon 2x — x — x = 0 se cumple. La soluciéon depende de un parametro. Sea
z=t,teR.

’La solucioén es (x,y,z) = (t,t,t) con t € R.‘
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Ejercicio 2. Opcién B. Analisis

Dada la funcién f(x) = 3 — 3z, se pide:

a)
b)

Estudiar si es par o impar y calcular sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento.
Calcular el area de la region acotada delimitada por las graficas de f(x) y de g(x) = x(x — 3).

Solucién:

a)

b)

Estudiar si es par o impar y calcular sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

Paridad: f(—x) = (—2)3 - 3(—z) = —2® + 3z = — (2% — 32) = — f(x)
La funcién es impar.

Monotonia: f'(x) =322 —3=3(z?-1)=3(x — 1)(z +1).
Puntos criticos: f'(z) =0 = z=1,2 = —1.
Estudiamos el signo de f'(z):

Intervalo (—o0,—1) (—-1,1) (1, 400)
Signo f/(x) + - +
Comportamiento f(x) | Creciente / | Decreciente N, | Creciente

Intervalos de crecimiento: (—oo, —1) U (1,+00). Intervalo de decrecimiento: (—1,1).

’f es impar. Creciente en (—oco, —1) U (1, +00). Decreciente en (—1,1). ‘

Calcular el area de la region acotada delimitada por las graficas de f(x) y de g(x) = x(x — 3).
fx)=2%—-3z. g(x) =2> - 3z

Intersecciones entre las funciones:

3

2 —3r=2"-3z = 2 —2’=0 = 2%(x-1)=0

Los puntos de corte son x =0y x = 1.

El area es .
= [ 15 - ol wx—/|m 2?lda
En (0,1), 2% — 22 = 2%(x — 1) < 0. Por lo tanto, |2® — 22| = — (2 — 2?) = 22 — 23.
1 3 471
x x 1 1 1
A= —xNdr=|——-"| =(Z2=-2)]=-0=—.
o= 5% - (5-1) 0= %
Area = — u?
12
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Ejercicio 3. Opcién B. Geometria

Dado el punto P(5,—1,2) y las rectas:

r

x—2 y+1 z—0 r—y=2>5
= = S =
3 -1 1 r+2z=3

se pide:

a) Estudiar la posicién relativa de ambas rectas y hallar la distancia entre ellas.
b) Determinar una ecuacién de la recta que pasa por P y corta perpendicularmente a la recta
r.

Solucién:

a) Estudiar la posicion relativa de ambas rectas y hallar la distancia entre ellas.
Recta r: Punto P,(2,—1,0), vector o, = (3,—1,1).
Recta s: Vector vs = (1,—1,0)x(1,0,1) = (—1,—1,1). Punto Ps: six =0,y = —5, z = 3. Ps(0,—5,3).
¥, y Us no son proporcionales. Se cortan o se cruzan.
Vector PP, = P, — P, = (—-2,—4,3).
Producto mixto [P;P57 Uy, Ts):

—2 -4 3
3 -1 1| =—2(0)+4(4) +3(—4) =16 — 12 = 4.
-1 -1 1

Como es # 0, las rectas se cruzan.
Distancia:

[P, Py, T, 7|

d(r, s) =
(rs) FATA
i ik
U x =3 —1 1|=(0,—4,-4)
111

U x Ts| = /02 4+ (—4)2 + (—4)2 = V32 = 4V2

1 v2
d(r,s)—4\/§—ﬂ— 5

*[$

Las rectas r y s se cruzan. d(r,s) =

b) Determinar una ecuacién de la recta que pasa por P y corta perpendicularmente a la recta
r.

Sea t la recta buscada. Pasa por P(5,—1,2). Corta a r perpendicularmente en un punto M.
M es un punto genérico de r: M(2+ 3\, —1 — A, ).
El vector P es director de ¢ y debe ser perpendicular a .
PM=M-P=(2+3\-5-1-XA—(—1),A—2) = (3A—3, -\, A —2).
PM-%.=0
(BA—3,-\A—2)-(3,—-1,1) =0
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3(3M—3) —1(=A) +1(A—2) =0

N=—94+A+A-2=0 = 11A-11=0

El punto de interseccion es M (2 + 3(1),-1—1,1) = (5,-2,1).
La recta t pasa por P(5,—1,2) y M(5,—2,1).

Vector director dy = PM = (0, —1, —1).

Ecuaciéon paramétrica de ¢:

— A=1

x=>5
t=Qy=-1—p ,p€eR
z=2—u

10

&
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Ejercicio 4. Opcién B. Probabilidad

Antonio y Benito, companeros de piso, lanzan alternadamente un dardo cinco veces a una diana
para decidir quien friega. Friega quien menos veces acierte el centro de la diana. En caso de
empate, friegan juntos. Si Antonio acierta el centro de la diana en el 25% de sus lanzamientos
y Benito en el 30%, se pide:

a) Calcular la probabilidad de que no haga falta llegar al cuarto lanzamiento para decidir
quién friega.

b) Aproximando por una normal, calcular la probabilidad de que Antonio falle el centro de
la diana en al menos dos terceras partes de 60 lanzamientos.

Solucién:

a) Calcular la probabilidad de que no haga falta llegar al cuarto lanzamiento para decidir
quién friega.

pa = 0.25 (Acierto A), ga = 0.75 (Fallo A).
pp = 0.30 (Acierto B), ¢p = 0.70 (Fallo B).
El juego se decide tras 3 lanzamientos si uno tiene 3 aciertos y el otro 0.
Sea X 4(n) aciertos de A en n lanzamientos, X p(n) aciertos de B en n lanzamientos.
Caso 1: A gana en 3 lanzamientos (X4(3) =3y Xp(3) =0).
P(X4(3) = 3) = (3)phq% = (0.25)°.
P(X4(3) =3) = (3)phdl = (0.25)".
P(Xp(3) = 0) = (5)phai; = (0.70)°.

P(Caso 1) = (0.25)%(0.70)3

Caso 2: B gana en 3 lanzamientos (X4(3) =0y Xp(3) = 3).
P(X4(3) = 0) = (g)pagh = (0.75)°
P(X0(3) = 3) = (wb — 0307
P(Xp(3) = 0) = (5)phai; = (0.70)°.

P(Caso 2) = (0.75)%(0.30)3

Probabilidad total:
P = (0.25)%(0.70)% + (0.75)%(0.30)®

P =(0.015625)(0.343) + (0.421875)(0.027) ~ 0.005359 + 0.011391 ~ 0.01675

’P(Decidido antes del 4° lanz.) =~ 0.01675 ‘

b) Aproximando por una normal, calcular la probabilidad de que Antonio falle el centro de
la diana en al menos dos terceras partes de 60 lanzamientos.

Sea Y4 el numero de fallos de Antonio en n = 60 lanzamientos.
Probabilidad de fallo ¢4 = 0.75. Y4 ~ B(n = 60,p = 0.75).

Se pide P(Ya > 2 x 60) = P(Y4 > 40).

Aproximamos por Normal Y} ~ N(u,0?).

pw=mnp==60x0.75 = 45.

o2 =np(l — p) = 60 x 0.75 x 0.25 = 11.25.

o =+11.25 = 3.354.

Y ~ N(45,11.25).

Aplicamos correccion por continuidad: P(Ya > 40) =~ P(Y} > 39.5).

&

11
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Estandarizamos: Z = YA=" P(Y4 > 39.5) = P (Z > 335-15) ~ P(Z > —1.64). P(Z > —1.64) =
P(Z < 1.64).
Usando la tabla N(0,1): P(Z < 1.64) =~ 0.9495.

| P(Ya > 40) ~ 0.9495

&

12
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